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Résumé 

On se propose de donner une forme effective au théorème de Mazur- 
Kamienny-Merel sur la torsion des courbes elliptiques sur les corps de 
nombres. 
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1 Présentation des résultats. 

1.1 Introduction. 

La "conjecture de borne uniforme pour les courbes elliptiques", affirmant 
qu'il existe pour tout entier d un entier B{d) tel que, pour tout corps de nombres 
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K de degré d sur Q et pour toute courbe elliptique E sur K , la partie de torsion 
E{K)iors du groupe de Mordell-Weil E{K) est de cardinal majoré par B{d), a 
été démontrée dans le cas général en février 1994 po-r Loïc Merci. En fait, Merci 
(et Oesterlé) montrent que, si P est un point d'ordre p premier de E{K), on a 
p < (1 + 3'^/^)^ . Des travaux de Faltings et Frey permettent alors de conclure à 
l'existence des bornes B{d), mais pas de manière effective : en effet, si on a bien 
majoré les nombres premiers pouvant diviser les groupes -E'(i^)tors; on ne sait 
pas en pratique quelles puissances de ces nombres premiers peuvent intervenir 
dans ces groupes. Le but de cet article est de démontrer une forme explicite de 
la forme forte de la conjecture de borne uniforme (le corollaire 1.8 ci-dessous), 
en donnant une borne pour ces puissances de premiers qui peuvent diviser la 
torsion. 



1.2 Schéma de la preuve. 

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K de degré d sur Q, 
possédant un point K-rationnel P, tel que le cardinal du sous-groupe cyclique 
de E{K) engendré par P soit une puissance d'un nombre premier : \{P)\ = p^. 
On cherche à majorer en fonction de d. Soit l un nombre premier différent 
de 2 et de p (on prendra dans la suite le plus petit possible, i.e. / = 5 si p = 3, 
/ = 3 dans tous les autres cas). Soit C un idéal maximal de Ok (l'anneau des 
entiers du corps K), contenant l. Examinons la fibre en C du modèle de Néron 
(qu'on note £) de la courbe elliptique sur Ok- 

Proposition 1.3 Si en L au-dessus de l, on a l'un des trois cas : 

1. £ a bonne réduction; 

2. £ a réduction additive ; 

3. £ a réduction multiplicative tordue ; 

4. £ a réduction multiplicative déployée et (P) (où P est la réduction de 
P mod C ) appartient à la composante neutre, 

alors \{P)\< 2.(1 + 1'^). 

Remarque. Cette proposition classique est explicitée dans j^dixhoven 94 ] par 



exemple, ou dans [ Kamienny 92d^ . Dans le cas 2., on peut borner par 4 l'ordre 



du groupe des composantes de la réduction additive, donc la borne pour l'ordre 
de P est 1 si p > 5, 3 si p = 3, et 4 si p = 2. Dans les cas 1. et 4-, lo- borne est 
en fait (/'^/^ + 1)^ (borne de Weil) et {l'^ — 1) (cardinal de groupe multiplicatif) 
respectivement, donc en l'^. Le cas 3. la porte à (1+/°') ou à 2(1+3°') : dans ce cas 
en effet, soit P appartient à la composante neutre, et son ordre est majoré par 
(l + Z'^) ; soit il est dans une composante non triviale. Le groupe de Galois d'une 
extension quadratique du corps résiduel k{C) agit alors par la multiplication 
par (±1) sur le groupe des composantes. Mais P est k{C) -rationnel, et donc la 
composante à laquelle il appartient égale son opposée, ce qui veut dire que 2P 
est dans la composante neutre (chose qui ne peut arriver que si p est 2). 

Supposons donc qu'en tout C au-dessus de /, £ ait réduction multiplicative 
déployée et que P ne soit pas trivial dans le groupe des composantes de cette 
réduction £k{c) de £/Ok- Pour avoir une bonne interprétation modulaire dans 
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la suite, comme indiqué plus bas, on aimerait que P soit d'ordre p"" dans le 
groupe des composantes de £k{C) ■ d'oii l'idée d'examiner le quotient de «^^(z;) 
par le plus gros sous-groupe de (P) inclus dans sa composante neutre £^£^y 

Soit donc ne le plus petit entier tel que p'^^.P tombe dans £^£^y Soit aussi n' 
le plus petit des ne, pour C parcourant l'ensemble des places de Ok au-dessus 
de /. Oesterlé énonce : 

Lemme 1.4 Soit k élément de N; si en la place C, p^^^.P ne se réduit pas 
dans la composante neutre de £k(c)' <ilors la réduction de P dans la fibre en C 
du modèle de Néron £' de E/{p^.P) est d'ordre exactement p^ dans son groupe 
des composantes. 

L'interprétation modulaire de ce lemme, qui sera démontré dans la section 2, 
est donc la suivante : le point /C— rationnel j de la courbe modulaire Xq{p^ ) 
que définit le couple [E/{p^ .P), (P)) se réduit en la pointe modulo toute 
place C ; et l'image j' de ce point par l'involution d'Atkin-Lehner, en la pointe 



infinie (voir [ Mazur 77 1 , page 159). Voyons comment on peut alors utiliser les 



arguments de Kamienny ([Kamienny 92b |, [ Edixhoven 94[| ) pour démontrer son 
critère. 

Remarque. Dans toute la suite, on notera E ce qui sera en réalité {E/ip"" .P)) ; 
on notera aussi p^ pour p"' . La home qu'on obtiendra pour \{P)\ devra donc 
être multipliée par un facteur {l'^ — l) pour avoir une borne à notre p"^ "originel" 
(en ejfet, [p^/p^ ) est inférieur au cardinal du groupe multiplicatif Gm,Fi)- 
Si les (Tj, 1 < i < d sont les plongements de K dans Q, j'^'^^ := ((Ti(j'), a"2(j'), 
CFdij')) définit un point Q-rationnel du produit symétrique d-ième : Xq{p'^)^'^\ 
de Xo(K). 

Définissons comme Merel le quotient d'enroulement ([ Merel 95| ]). On consi- 



dère les premiers groupes d'homologie singulière absolue : Hi{Xq{p'^); Z) et 
relative aux pointes : //i(Xo(p"), pointes; Z), de Xo(p"), le premier étant vu 
comme un sous-groupe du second. Si a et 6 sont deux éléments de P^(Q), 
le symbole modulaire {a, 6} est l'élément de i?i(Xo(p"), pointes; Z) défini par 
l'image de n'importe quel chemin continu reliant a k b sur le demi-plan de 
Poincaré auquel on a ajouté l'ensemble P^(Q) de ses pointes. L'intégration 
définit un isomorphisme classique d'espaces vectoriels réels : 

r iïi(Xo(K) ; Z) R ^ Home (if°(Xo(p'^) C) 
I 7 1 1-^ (^w 1-^ . 

Selon un théorème de Manin et Drinfeld, l'image réciproque de la forme linéaire 
uj I— > /jooo}'^ dans Hi{Xo{p^) ; R) est en réalité dans Hi{Xq{p'^) ; Q). C'est 
l'élément d'enroulement, qu'on note e (comme d'habitude). (En fait, le résultat 
de Manin assure plus généralement que l'image réciproque de l'intégration sur 
tout symbole modulaire est à coefficients dans Q.) Notons (toujours comme 
d'habitude) T l'algèbre engendrée sur Z par les opérateurs de Hecke Tj (i > 1, 
entier), agissant fidèlement entre autres sur Hi[Xq{p^) ; Q) et sur la jacobienne 
Jo{p^) de la courbe modulaire. Soit Ae l'idéal annulateur dans T de e {idéal 
d'enroulement) ; on définit alors le quotient d'enroulement Jg comme la variété 



abélienne quotient Jq{p'^) / AeJoip^) ■ façon similaire à Merel dans [ Merel 95 1, 
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un théorème de Kolyvagin-Logachev nous permet de montrer dans la section 3 
le : 

Théorème 1.5 Jo(Q) est fini. 

Soit maintenant l'application naturelle : ^o(p")iis!;c ~^ "^0' Q^'oii ^ normalisée 
par oo^'^-* t— > 0. On montre "par les arguments standards" que le fait que fd soit 
une immersion formelle en oop^^ contredit l'existence de notre point j'^'^^ (voir 
la sous-section 4.12). Or on a le "critère de Kamienny" : 

Théorème 1.6 On a équivalence entre : 

1. fd est une immersion formelle en oo^^ , et 

2. Tie, ...,Tde sont Fi-linéairement indépendants dans Te/lTe. 

De plus, ces deux conditions sont satisfaites si l'est : 

3. Ti{0, cx)}, T(i,5{0, oo} sont F [-linéairement indépendants dans l'espace 
vectoriel Hi{Xq{p'^), pointes; Z) (g) F; (ici et pour la suite, s désigne le 
plus petit nombre premier différent de p). 

(Le fait que la dernière condition implique les précédentes est une remarque 
d'Ocsterlé en niveau premier, utilisée déjà par Merel ; ce théorème sera démontré 
dans la section 4). Il suffit donc maintenant de prouver : 

Proposition 1.7 Soit C := -\/65; si p est différent de 2, et C := Vl29 si 
p est 2. Si > C^.(sd)^, alors les TjjO, oo}, 1 < i < sd sont F -linéairement 
indépendants (dans le F-espace vectoriel iîi(Xo(p"), pointes ; Z)(8)FJ pour tout 
corps F. 

De cette proposition, dont la démonstration occupe la section 5, découle donc 
le : 

Corollaire 1.8 Soit E une courbe elliptique sur un corps K de degré d sur Q. 
Si E{K) possède un point P d'ordre une puissance p^ d'un nombre premier p, 
on a : 

1. < 65.(3^ - \).{2df , si p est différent de 2 et 3 ; 

2. Sip = 3, < 65.(5'^ - l).(2d)6 ; 

3. et pourp = 2, 2"" < 129.(3'=' - l).(3d)^ 

Remarques. Le théorème de Mordell- Weil assure que pour tous K et E comme 
ci-dessus, il existe deux entiers ui et «2 tel que E{K)toj-s = Z/niZ x Z/n2Z. On 
borne donc ainsi le cardinal de tous les p-groupes de E{K\oy-s, et avec la borne 
de Merel- Oesterlé pour les nombres premiers p pouvant intervenir on obtient 
une borne effective "globale" pour l'ensemble {card{E(K)toj-s) \ K est un corps 
de nombres de degré d et E est une courbe elliptique sur K} . 

Une telle borne globale semble de toute façon assez facile à améliorer en 
reprenant les arguments de ce papier directement en niveau N entier quelconque. 

La preuve dans son ensemble ayant été esquissée, nous allons montrer dans 
la suite, dans l'ordre indiqué, les différentes propositions utilisées. 

2 Quotients de courbes elliptiques. 

On prouve le lemme 1.4 : 
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Proposition 2.1 Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres K, 
notons £ son modèle de Néron sur Ok, et soit P un point K -rationnel de 
E, d'ordre une puissance p" d'un nombre premier p. Soit encore k un entier, 
et C une place de Ok qui ne soit pas au-dessus de p. Supposons qu'en L, £ 
ait réduction multiplicative déployée, et que p^~^.P ne se réduise pas dans la 
composante neutre de £k(c)- Alors la réduction de P dans la fibre en C du 
modèle de Néron £' de E/ip'^.P) est d'ordre exactement p^ dans son groupe de 
composantes. 

Preuve. Pour simplifier les notations, écrivons Ok pour ce qui sera son localisé 
en £, et F son corps résiduel (isomorphe à k[C), donc dont la caractéristique 
est l ^ p)- On a la suite exacte de schémas en groupes sur F (comme faisceaux 
f.p.p.f.) : 

^ Gm,F -^£f^ {ï/NZ)f ^ 0. 

Soit a l'entier positif tel que {p''.P)f = {p" -P) = {P) n £% (Ç {p^.P)), où on 
a noté £p la composante neutre de la fibre spéciale du modèle de Néron de E. 
On a a > k, et divise N. Il suffit de montrer que £p / {p^ .P) p est un ouvert 
de £'p, car alors le lemme est évident : on peut travailler dans £f / {p^ .P) p, on 
il est clair par le choix de k que l'image de P est d'ordre p^ dans le groupe des 
composantes. 

Première étape. Montrons qu'on a £f / {p^ -P) p = {£ / {p^ -P)) p. Le groupe 
fini G := (Z/p"^^Z) agit sur £/Ok P^^ addition de p'^.P. Comme £/Ok 
quasi-projectif, l'orbite sous G de chaque point est contenue dans un affine. 
Donc on sait que tout ouvert affine Spec(A), stable par G, de £/Ok donne les 
ouverts Spec(^'^®o^F) et Spec((A®c,^F)<^) de {£/{p^.P))p et £f/{p^.P)p 
respectivement (voir | Serre| , III §12, ]Mumfor"d[ , III §12). On a donc juste à 



vérifier que le morphisme canonique entre les deux anneaux ci-dessus est un 
isomorphisme. Il suffit pour cela de remarquer que, |G| étant inversible dans A, 
le projecteur A Ap qui envoie x sur Yl,G di^) commute au changement de 
base. 

Deuxième étape. Pour pouvoir déduire de la propriété universelle des modèles 
de Néron un prolongement à tout Spec(C'i^) du morphisme sur la fibre générique 
{£ /{p^ .P))k £' on doit vérifier que le premier schéma est lisse sur Spec(C'i^). 
Considérons la suite exacte de schémas : 

^ {Z/p^-^Z),o, ^ £/o, - {£/{pKP)),o, - ; 

ils sont tous ici localement de présentation finie, puisque localement de type 
fini sur un anneau noethérien. De plus, le premier schéma de la suite est étale 
sur Ok ; puisque (Z/p"^'^Z) agit librement sur £/Ok^ seconde flèche est finie 
étale (voir [ Katz-Mazur| , théorème A7.1.1). Étant données nos hypothèses, la 



lissité sur Ok du dernier schéma résulte par exemple de la proposition 17.7.7 
de [[EGA IV1|. 



Troisième étape. On considère donc le morphisme prolongé {£ / {p^ .P)) 
£' IQj^. Le premier schéma est séparé sur la base. On peut donc appliquer la 



proposition 3.2 de l'exposé IX de | SGA 7-1 1 : et dire que ce morphisme est une 



immersion ouverte. En se restreignant à la fibre spéciale, et en se servant de la 



5 



première étape, on peut bien voir comme on le voulait plus haut £p / {p^ .P) p 
comme un ouvert de □ 

3 L'algèbre de Hecke pour Fi en niveau et poids 
quelconques. 

On a introduit dans le "schéma de la preuve" l'algèbre de Hecke sur Z 
pour Fq. On va maintenant se placer dans un cadre un peu plus général : ce 
qu'on notera dans cette section Tz ou simplement T désignera l'algèbre de 
Hecke "pour Fi, en niveau et poids quelconques" comme intitulé (pour plus de 
détails, voir la sous-section suivante). On notera Tq et Te les tensorisations 
de T avec Q et C respectivement. Le but de ce qui suit est d'expliciter ma- 
triciellement l'action de Tq sur l'espace des formes paraboliques de poids A 
pour ri(A^), oii N est un entier quelconque. Pour cela, on se sert des résultats 
de I Atkin-Lehner 7(3| généralisés (voir par exemple | LangH , ou [ Diamond- Im | ; 



ces références seront constamment utilisées). On en déduira la forme de Tq 
comme Q-algèbre abstraite, ce qui permettra ensuite, en se restreignant au cas 
de poids 2 et de caractère trivial (z.e., formes modulaires sur ro(A^)), de prouver 
la finitude du quotient d'enroulement sur Q en niveau quelconque (théorème 
3.9) - même si on n'a besoin pour le théorème 1.5 que des niveaux puissance 
d'un nombre premier. 



3.1 Rappels. 

On commence par fixer les notations : soit / = X]n>i ^nX^ une série formelle 
à coefficients dans un corps, en une variable ; soit A et deux entiers, et e 
l'extension à Z d'un caractère de Dirichlet sur (Z/A^Z)^ (on pose e(n) = 
si {n A N) / 1). On note tp, Ug, {p, q, premiers, d entier quelconque), les 
opérateurs définis formellement (voir fAtkin-Lehner 7Ô| ]) par : 

hif) = E„>i (flnp + e{p)p^-'^ an/p)x^ ; 

^ Bdif) = En>l anX""^ = En>l «n/da;" , 

OÙ on pose a^/m = si m ne divise pas n. On a les relations de commutation 
suivantes : 

B^i o B^' = Bfii o Bel, pour tous d, d' dans N ; 

tp o Bd = Bd o tp, si p et d sont premiers entre eux ; 

tp o tp' = tp' o tp pour tous p et p' premiers ; 

tp o Uq = Uqotp si p ^ q ; 

Uq O Uq' = Uqi O JJq , pour tous q et q' premiers ; 

Uq o Bd = Bd o Uq, si d et q' sont premiers entre eux. 

De plus, 

Uq o B^k = Bgk-l. 

Considérons maintenant l'espace des formes modulaires de poids A pour Ti{N) 
à coefficients dans Z, 5A(ri(A^)), et sa tensorisation par Q, Sx{Ti{N))i^zQ, 
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qu'on écrira 5'A(ri(A^))Q (de même, S'A(ri(A^))c)- On peut définir l'algèbre de 
Hecke d'endomorphismes de ce Q-espace, comme on le disait précédemment, qui 
est engendrée par les opérateurs Tp (p premier), et les opérateurs diamants (n) 
(pour les n premiers au niveau N). Un élément de 5'A(ri(A^))Q C S\{Ti{N))c 
peut être vu comme une fonction f(z) holomorphe sur le demi-plan de Poincaré, 
et on peut écrire son développement de Fourier en l'infini pour arriver à l'expres- 
sion : 

/(x) = ^a„x" , 

n>l 

oii X = e'^™^, et les a„ sont dans Q. L'action des opérateurs de Hecke Tp sur 
SA(ri(A^))Q est alors précisément celle décrite plus haut par opérateurs tp, si 
p ne divise pas N, et Uq si q divise N ; on conserve désormais cette notation 
"mixte" pour nous des Tp , Ug, qui est celle d'Atkin-Lelmer. On rappelle alors 
le théorème principal de leur théorie (voir [ piamond-Im| , [ Lan^ ) : 



Théorème 3.2 (Atkin-Lehner) L'espace >S'A(ri(A^))c se décompose en une 
somme directe : 

Sx{Ti{N))c = ^Sx{N,e), 

e 

OÙ Sx{N,e) désigne l'espace propre correspondant au caractère de Dirichlet e, 
et la somme est prise sur tous les tels e vérifiant e(— 1) = (—1)'*'. 

Chaque espace S\{N,e)c possède à son tour une base B'^ composée de sous- 
bases du type suivant : 

B} = {f{kz), k\(N/M)} = {BkU), k\{N/M)} , 

où f est une newform en niveau M, de caractère x (sur (Z/MZ)^J tel que 
l'extension de x à (Z/NZ)^ égale e ; si C est le conducteur de e (ou de x); on 
a : C\M\N. Si N = M, alors Bj ne comporte qu'un élément, et on l'appelle 
une newclass ; sinon, Bj est une oldclass. On note le sous C- espace de 
SxiN,s)c C 5A(ri(iV))c engendré par Bj. 

Pour p premier à M, (respectivement, q premier divisant M), f est un 
vecteur propre de Tp (respectivement Ug), et la valeur propre associée est le 
p-ième coefficient Op de f, (qui, puisque newform, est supposée normalisée par 
ai = l). 

Dans le cas où e est trivial (formes modulaires pour ro(A^) ), si q^ divise M, 
on a Ug{f) = 0, tandis que si q - mais pas son carré - divise M (ce qu'on note 
q\\M), Ug{f) = ±f. 

On va donc maintenant écrire matriciellement l'action de l'algèbre de Hecke Te 
sur 5'A(ri(A''))c, en écrivant cet espace comme somme de facteurs Sx{N,s)c, 
qu'on décompose à leur tour en somme des Ej qui correspondent aux classes 
du théorème. (On en déduira à chaque fois l'action de Tq sur 5A(ri(A^))Q, 
en le décomposant en sous-Q-espaces £j dont la tensorisation avec C donne la 
somme des conjugués sous Galois des Ej.) On commencera d'abord (3.3) par 
étudier le cas de "co-niveau" puissance de premier, c'est-à-dire le cas oir, avec 
les notations du théorème, (N/M) = p'' pour p premier - (et c'est encore une 
fois le seul cas dont on ait besoin dans le reste du papier). Puis on traitera le 
cas général en 3.4. 
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3.3 Cas de co-niveau qu'un seul premier p divise. 

Soit donc / G Sx{N, e)c, qui est une newform en niveau M, avec N/M = p*^. 



On a alors Bf = {{f{z), f{pz), fip'z), ...,f{p'z)} = {f,Bp{f), ...,B^u{f)]. 



Examinons l'action des différents opérateurs de Hecke sur Ef : d'après les résul- 
tats précédents, les opérateurs T;, ^ ne divisant pas N , et Uq, q divisant M et 
différent de p, de même que les opérateurs diamants, agissent diagonalement 
sur Ef, puisqu'ils ont / comme vecteur propre et qu'ils commutent avec les 
Bpj, < j < k. Puisque Tz opère sur S'A(ri(A^))z, qui est un Z-module libre 
de rang fini, les valeurs propres des Ti sont des entiers algébriques. Et il existe 
un corps de nombre Kf contenant tous les Op (car l'algèbre de Hecke est un 
Z-module de type fini). 

Remarque. Le corps de nombres engendré par les valeurs propres associées à 
f de Tq n'est pas plus grand que Kf : en effet, même s 'il contient, en plus des 
an, les valeurs propres des opérateurs diamants, la relation p^~^{p) = — Tp2 
(pour tout p premier ne divisant pas le niveau) montre que ces valeurs propres 
appartiennent à Kf. 

En caractère trivial, les Uq sont triviaux, puisque leurs valeurs propres en / 
sont soit 0, soit 1, soit —1 ; dans ce cas encore, les coefficients a„ de / sont de 
plus totalement réels : en effet, les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints pour 
le produit scalaire de Petersson : 



qui fait de S2{N)c un espace de Hilbert (on a désigné par D dans l'intégrale 
un domaine fondamental du demi-plan de Poincaré pour To{N)). (En fait, on 
définit un produit scalaire de Petersson pour tout 6';^(ri(A''))c, pour lequel les 
Ti sont normaux (sinon auto-adjoints), et pour lequel la décomposition en Ef 
est orthogonale - voir la preuve de 3.7.) 

Revenant au cas général, on considère maintenant l'action de Up. Pour cela, 
on distingue deux cas : selon que p divise ou non M. 

3.3.1 Si p divise M. 

L'opérateur Up de l'algèbre de Hecke en niveau N est le même que celui de 
niveau M, et donc avec le lemme plus haut, 




Upif) = apf, et 

Up{Bp,{f)) = Bpj-,{f) sii>l. 
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Dans la base Bf,Up est donc sous la forme (Mi) : 



ap 1 







V 



1 




Si ap = 0, la matrice précédente n'a qu'un bloc de Jordan, et la restriction Rf de 
l'algèbre de Hecke Tq au Q-espace f| qu'on a défini plus haut (correspondant 
sur C à la somme des conjugués par Galois de Ej), est de forme : 



Rf = Kf[Up] Kf[X]/iX'+'). 

Sinon, on a pour Up deux blocs de Jordan, un petit correspondant à la valeur 
propre ap, et un gros, correspondant à ; en tant que Q-algèbres, on a donc 
l'isomorphisme 

RfC^KfXKf[X]/{X'^). 

Remarque. Le fait que le corps du deuxième facteur de Rf soit bien tout 

Kf, malgré l'absence de la valeur propre Op, peut se voir par un argument de 
dimension des espaces cotangents ; ou bien avec les résultats d'Atkin-Lehner, qui 
disent moralement qu 'une newform est caractérisée par "tous ses coefficients de 
Fourier moins un nombre fini". 



Application au cas de caractère trivial. Dans ce cas, si p^ divise M, 
ap = 0, et Rf ~ Kf[X]/{X^~^^) ; la base S'y diagonalise Up. Si en revanche p - 
mais pas son carré - divise M, on a = ±1, donc RfC^KfX Kf[X]/{X''), et 
on voit facilement que la nouvelle base de Ej : 

B'f = {/, Bp{f) - apf, Bp2if) -/,..., Bj,2,{f) - /, i?p2.+i(/) - apf, . . .} 

est de Jordan pour Up et donc triangulise toute la restriction de l'algèbre de 
Hecke à Ej. 

3.3.2 Si p ne divise pas M. 

Le fait nouveau par rapport au cas précédent est que l'algèbre de Hecke en 
niveau N, Tjv.c, qu'on fait agir sur Ej, n'est plus la restriction à cet espace 
de l'algèbre de Hecke en nivcaii Ad : le "bon" p-ième operateur de Hecke, celui 
pour lequel / est un vecteur propre, est Tp, mais puisqu'on s'intéresse à T en 
niveau N, on doit considérer à la place l'opérateur Up. 
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Puisque / est propre pour Tp, on a : 



n>l 



et les coefficients de / vérifient donc pour tout n les relations : 

Op an = a-np + £{p) P^^^ a-nlv 

On calcule alors : 

n>l 

= apf-eip)p^-'Bp{f). 
La matrice de Up dans Bj est donc (M2) : 



Ur, 



ttp 1 







1 
1 







V / 

Le polynôme caractéristique de la restriction de Up à Ej est 



Pu,{X) = {X' - apX + E{p)p^-').X 

et les racines ap et âp du premier facteur sont simples si ap^ ^ 4e(p) p'*'^-'^, dou- 
bles (valant iby'e(p)p~2~) sinon ; dans ce deuxième cas on voit sur le rang de Up 
qu'il a deux blocs de Jordan, un pour chaque valeur propre (0 et ^\/£{p)p'^). 
Remarque. En caractère trivial et poids 2, ce dernier cas, (qui correspond à 
une valeur maximale de ap selon la borne de Weil, qui dit que \ap\ < 2^), 
est en fait exclu, par un théorème non encore publié de Coleman et Edixhoven 
( \Coleman-Edixhoven 9Ô^ ) ; on l'explicite quand même - en attendant. 
Si 7^ 4e{p) p^~^ , dans une base convenable la restriction de Up à E'j s'écrit 
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(Ma) : 



I I 



1 




V 



L 











J 



Dans ce cas-là, si on pose K'j = Kf[X]/[X — UpX + e{p)p ), (qui n'est pas 
nécessairement un corps), la restriction de Tq à est 



Rf^K'fX Kf[X]/iX 

On note (cela servira dans la suite) qu'un vecteur propre associé à la valeur 
propre est {3^.(1) ~ 7(^^Bpif) + T^^f)- 

Si Cp^ = 4e(p)p'^~^, on a de même dans une base convenable l'écriture ma- 
tricielle (M4) : 



/ _ _ 

12-^1 

I ^ I 

I ^ I 



P\E- 



\ 



1 












V 



I I 

Alors avec les notations précédentes, 

Rf Kf[X]/{X') X Kf[Y]/{Y''-^). 



Une base de Ker(C/p — ap Id) est {apf — 2e{p)p^ ^Bp{f)}, et bien sûr le même 



vecteur {Bp2{f)— 



£{p) p 



£{p)p 



/) que précédemment engendre KeiÇUp). 



3.4 Cas de co-niveau quelconque. 

Soit maintenant / G Sx{N,e)c, qui est une newform en niveau M, avec 
N/M = n quelconque cette fois. On a alors Bf = {Bd{f),d\n}. On examine 
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à nouveau l'action des différents opérateurs de Hecke : les opérateurs T;, Z ne 
divisant pas N, et Uq, q ne divisant pas n, agissent toujours diagonalement sur 
E^, comme en co-niveau premier. Soit q un premier divisant n. Notons m la 
valuation en q de n : ç"^||n. Alors, on construit pour Uq une base qui lui est 
appropriée, en ordonnant partiellement la base Bf ainsi : pour d parcourant les 
diviseurs de n/q"", on note B''/ = {Bd{f), Bdq{f), 5^^2(7), . . . , Bdqm{f)}, et 
on écrit 



Bj = {f,Bq{f),Bq.if),. 



^Bqm{f),Bd{f),BdqU)^Bdq2{f), . . .,Bdqm{f), . . .} 



comme la réunion sur d de ces B'j' . (Le nombre des différentes bases B'j' est 
ao{n/q"'') (nombre de diviseurs de n/q"^).) On déduit des relations de commu- 
tation entre les opérateurs considérés et de ce qui précède que, dans la base H^, 
on a : 



q\Ef 



( Bt 




V 





Bl 








"CTQ(n/q 



oii chaque B^, d\{n/q"'') est une matrice représentant la restriction de Uq à 
l'espace engendré par B'j:''^ - que Uq laisse stable. La forme de B^ ne dépend en 
fait pas de d, mais uniquement de q. En effet : 

Si q divise M, alors chaque est une bloc de forme (Mi), et on peut trou- 
ver une nouvelle base de l'espace engendré par B'j''^, dans laquelle on a B^ 
équivalente si Op 7^ à 




V 

et sinon à un bloc de Jordan nilpotent. 

Si q ne divise pas M , on conclut toujours comme dans la sous-section précédente 
que B^ = M2, équivalente si a^^ 7^ 4e{q)q^~^ à (M3), et si a^^ = 4:£{q)q^~^ à 
(M4). Maintenant, si on note Ej le sous-espace de Sx{N,e)c engendré par 

Bj'^ = {f,Bq{f), Bq2{f), Bqm[f)}, alors Uq agit comme précisé ci-dessus 
sur E^:, et on peut considérer Ej comme le produit tensoriel sur C : 



Ef 



^Ef 
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où les Qi sont les nombres premiers divisant n. Et Sx{N,e)c, à son tour, est la 

somme directe des tels E^. 
On résume tout ça : 

Théorème 3.5 L'entier naturel N est quelconque. 

L'algèbre de Hecke Tq, vue comme sous-algèbre des endomorphismes de 
Q-espace vectoriel de Sx{Ti{N))q, s'écrit comme un produit d'anneaux : 

Tq = % X X ••• X 

où chacun de ces Rf^ correspond à l'orbite sous Galois d'une newform fi en 
niveau Mj divisant N, et caractère e. 

Plus précisément, le facteur Rf. est la restriction de Tq au sous-espace £f. 
de Sx(ri{N))Q, qui est engendré sur Q par les orbites sous Galois des B^[fi), 
d parcourant les diviseurs de N/Mi. 

Si Kf. désigne le corps de nombres engendré par les coefficients a„ du 
développement de Fourier de fi à l'infini, l'idéal Rf^ est de forme un produit 
tensoriel d'anneaux des quatre types suivants : 

.KfAX]/{X-) ; 

• Kf^ X Kf.[X]/{X'^) ; 

. - a,X + e{q)q^-^) x Kf^[Y]/{Y^) ; 

ou encore : 

.Kf,[X]/{X^)^Kf,[Y]/{Y-). 

Notons un corollaire partiel de ce théorème qui nous servira dans la suite : 
Corollaire 3.6 Soit A une algèbre de dimension finie sur un corps K , et qui a 
un unique idéal minimal non trivial ; alors A est de Gorenstein, i. e. son dual en 
tant que K -espace vectoriel, A^ , est un A-module libre de rang 1. En particulier, 
l'algèbre de Hecke sur Q (pour Vi, en niveau et poids quelconques) Tq, est de 
Gorenstein. 

Preuve. Soit A une algèbre comme dans l'énoncé. Son idéal minimal est par 
définition principal, engendré par n'importe lequel de ses éléments non nuls. 
Soit g l'un de ceux-là. Il existe un élément L de A^ qui ne s'annule pas en g. 
On en déduit donc que le noyau de l'application linéaire : 

A ^ A'' 
a H- > (x H- > L(a.x)) 

est un idéal trivial de A, puisqu'il ne contient pas l'idéal minimal. Donc cette 
application est injective, et en fait bijective puisque les deux espaces A et A"^ 
ont même dimension. 

Pour ce qui est de Tq, le théorème précédent dit qu'elle se décompose 
en produits d'anneaux de la forme K[Xi,X2, Xn\/{X^^X^^ . . . XJ^^), où 
K est un corps de nombres (en effet, chaque Af^ se décompose encore ainsi). 
Puisque X2, . . . , . . . X™") possède un seul idéal minimal, 

et puisque la propriété d'être de Gorenstein est clairement stable par somme 
directe finie, on peut appliquer la première partie de la proposition. □ 

Montrons aussi un réultat dont on se sert dans la sous-section suivante (et 
qui sera redémontré en partie en 4.7 grâce à 3.6) : 
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Proposition 3.7 Pour tous niveau N et poids A, 5'A(ri(A^))Q est un Tq- 
module libre de rang 1. 

Preuve. On a un accouplement parfait [ , ], C-bilinéaire : 

f 5A(ri(iV))c X Te ^ C 

1 (/ = E„>ian'Z",r) ^ ai(r/) , 

qui est défini sur Q, pour lequel tout opérateur de l'algèbre de Hecke est auto- 
adjoint. Maintenant, notons ( , )p le produit scalaire de Petersson. Appelons 
a l'involution sur 5'A(ri(A^))c définie par l'opération de conjugaison complexe 
des coefficients de Fourier en l'infini d'une forme parabolique. Rappelons aussi 
l'opérateur (classique) Wn-, dont l'opération sur 5'A(ri(A^))c est définie par 
WN{f{z)) = N'^/^z'^f{-l/Nz) ; il vérifie = (-1)^, et l'adjoint pour le 
produit scalaire de Petersson de tout opérateur de Hecke r„ est W]\fTnW^^ (de 
même, l'adjoint de l'opérateur diamant (n) pour n premier à est WN{n)W^^) 
(voir par exemple [ Diamond-Im| , 1.4). Considérons alors l'altération suivante : 



ifid) ~^ = (/i (^°WN{g))p du produit scalaire de Petersson, c'est-à-dire : 

r SxiTiiN))c X SxiTi{N))c ^ C 

1 (1,9) ^ /A(i:„>i«ng")VF^(E„>iM")2/'^ , 

où {J2n>i ^nQ^'') et {J2n>i ^nÇ") sout les développements de Fourier de / et 
g respectivement en l'infini, et A est un domaine fondamental du quotient du 
demi-plan de Poincaré par ri(A^). Par construction, ce produit est C-bilinéaire, 
et pour lui également l'algèbre de Hecke est auto-adjointe. Les deux accouple- 
ments [ , ] et { , } présentent donc respectivement Te et 5'A(ri(A^))c comme 
les duaux comme C-espaces de 5'A(ri(A^))c, ce qui donne un isomorphisme 
de C-espaces vectoriels entre eux. Mais l'auto-adjonction de Te pour les deux 
montre que cette application est aussi un morphisme de Tc-module, donc que 
5A(ri(A^))c est un Tc-module libre de rang 1. Enfin, que ceci soit vrai sur Q 
est une conséquence du résultat de géométrie algébrique élémentaire suivant : si 
k est un corps infini dont K est une extension, si R est une A:-algèbre et M un 
iî-module qui est un fc-espace vectoriel de dimension finie, et tel que M K 
soit xm R®k AT- module libre de rang 1, alors M est soi-même un i?- module 
libre de rang 1. Ce résultat se montre comme suit. Choisisons des éléments rj 
de R, 1 < i < dimfcM, tel que les rj.y forment une iC-base de M 0^ AT pour un 
y de M (8)^ K. La fonction / qui à tout élément x de M associe le déterminant 
de (rj.x) est polynômiale en les coordonnées de x dans une /s-base de M, et 
n'est pas nulle sur M 0^ K. Ce qui veut dire que le polynôme correspondant 
est non nul, et comme k est infini, on a bijection entre polynômes et fonctions 
polynômiales sur M : donc / ne peut être uniformément nulle sur M, et M est 
un iî-module de rang 1. Qu'enfin M soit iî- libre provient de sa R ®k i^-fidélité 
après extension des scalaires à AT. □ 

3.8 Finitude du quotient d'enroulement. 

On la démontre en niveau quelconque, avec les résultats qui précèdent ap- 
pliqués au cas de poids A égal à 2, le caractère e étant trivial. Soit un 
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entier ; on considère la courbe modulaire Xo{N)q et sa jacobienne Jo{N)q sur 
Q. On rappelle les notations de l'introduction, dans ce cadre plus général : e 
désigne l'élément d'enroulement, c'est-à-dire l'élément de Hi{Xq{N) ; Q) défini 
par l'intégration entre zéro et l'infini sur notre courbe modulaire ; Ae désigne 
l'idéal d'enroulement, c'est-à-dire l'idéal annulateur dans Tz de e. Notons aussi 
-4e, Q = ^e®z Q- Le quotient d'enroulement Jq est la variété abélienne quotient 
JolN)/AeJo{N). 

Théorème 3.9 Jq{Q) est fini. 

Preuve. Notons d'abord <S'2(iV)Q le Q-espace des formes paraboliques de poids 
deux pour ro(iV) à coefficients dans Q, et Coto(Jo(-^)Q) l'espace cotangent à 
Jo{N)q en zéro ; on a les identifications suivantes : 

S2(iV)Q ~ H\Xo{N)ci,n^) ~ iï-0(Jo(Ar)Q,Oi) ~ Coto(Jo(Ar)Q), 

et S2{N)q est un T(8)zQ-module libre de rang 1 (3.7, ou la proposition 4.7 de 
la section suivante). 

L'algèbre de Heckc à coefficients dans Q s'écrit donc comme on l'a explicité 
plus haut, i.e. comme un produit d'anneaux (ou comme une somme directe 
d'idéaux) Rf, correspondants aux restrictions de Tq aux orbites sous l'action 
du groupe de Galois des newforms / de niveau M divisant N. 

D'après le théorème d'Atkin-Lehner (théorème 3.2), si on note 5'2(M)çf™ 
le sous-C-espace de S2{M)c engendré par les newforms de niveau M, on a en 
faisant la somme directe des opérateurs convenables un isomorphisme de 
C-espaces vectoriels : 

®M\N®d\{N/M)S2{M)c^ ^ S2{N)c- 

Grâce à l'interprétation en termes d'espaces cotangents des espaces de formes 

B* 

paraboliques, on déduit des opérateurs des isogénies Jo(M)q Jo(-^)q 
(les opérateurs B^ sont définis sur Q), et pour tout M on définit Jo(M)new '■= 
Jo(M)/(X]d|M déduit alors de l'isomorphisme précédent (entre es- 

paces de formes paraboliques) l'isogénie : 

Jo{N)q ®M\N®d\(N/M)JoiM)Q^new 

On a, encore et toujours selon la décomposition d'Atkin-Lehner, des isogénies 
«^o(-^)Q,ncw ®Gq/<^/î où la somme est prise sur les orbites sous Galois Gq/ 
des newforms / en niveau M, et J/ est la variété abélienne "découpée" dans 
■^(-^)q avec la forme / : avec les notations de 3.5, l'annulateur Anuxq/ de / 
dans Tq est := (Bg^fRg, donc Jf est isogène à Jq{M)q/ R^ Jq{M)q. On a 
donc pour finir l'isogénie : 

Jo(iv)Q^eGQ.;(j;)'^oW^), 

oii la somme est prise sur les orbites sous l'action de Galois de toutes les new- 
forms en niveaux M divisant A^. 
L'accouplement bilinéaire : 

Hi{Xo{N)-q;)xS2{N)c ^ C 

(c,/) ^ {cJ) = JJ{z)dz 
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est non dégénéré, et pour lui les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints. 

On va d'abord prouver : 

Lemme 3.10 Soit / une newform en niveau M divisant N tel que (e, /) ^ 0. 

Alors AeDRf = {0}. 

Preuve du lemme. Calculons l'effet de Bd (D entier quelconque) sur 
l'accouplement : 

fiD.z)dz = i I fiiDz)dz = -j^ f{iz)dz = -(e, /). 

Avant de faire des calculs explicites, expliquons l'idée de la preuve. On 
a vu que S2{N)q était un Tq-module libre de rang 1 : comme tel, selon le 
théorème 3.5, il est isomorphe à un produit de Q-espaces vectoriels de type 
K[Xi, . . . , Xn]/{X'^^ . . . X^!!^"-), sur lesquels la restriction de Tq a la même 
forme, et agit par simple multiplication. Si donc on prend un clément t = 

xf'xf^ . . . X< de la "partie" K[Xi, ^ . . . X™") de Tq n Ae, 
en le multipliant par des monômes judicieux de K[Xi, . . . , (X^^ . . . X™") 
(vu cette fois comme le sous-espace des formes modulaires sur lequel t agit), 
on aura que l'accouplement de e avec des monômes de type \jX"^ . . . sera 
nul, pour tous les Xj. Mais de tels monômes correspondront à des "décalages" 
par des opérateurs de notre newform originelle /, décalages qui, comme le 
montre l'intégration par partie ci-dessus, ne font que multiplier le produit (e, /) 
par des constantes non nulles. On déduira donc de la non nullité de ce produit 
(e, /) que tous les coefficients Xj sont nuls, et donc t. 

Ecrivons- le maintenant précisément. Soit t élément de Rf. On a les équivalen- 
ces suivantes : 

(te = 0)^ {y g G S2{N)c, {te, g) = 0) ^ (Vy G Bf, (e, t.g) = 0). 

Supposons de plus t dans Ae- On décompose Ef comme somme directe des 
intersections des sous-espaces caractéristiques des opérateurs Uq pour q divisant 
N. Considérons la restriction t de t h l'un de ces sous-espaces, Ef. On écrit t 
comme un polynôme en les Uq, pour q divisant N, à coefficients dans Q[Ti, ...] 
{l ne divisant pas A^), c'est-à-dire à coefficients dans (un corps isomorphe à) 
Kf. On peut ne considérer que les Uq qui n'agissent pas diagonalement sur Ef. 
Si on note aq la valeur propre de Uq sur Ef, alors Uq := {Uq — aqld\^^) est 
nilpotent. 

On écrit donc t sous forme d'un polynôme : 

t — Xj Uqi Uq2 ... Uq^ , 
j>0 

OÙ les multi-indices Oj. sont ordonnés par exemple de façon lexicographique 

{j < j' si ai < ai , où s := inf{r tel que al / a/ }). 

D'après la réduction de Jordan de la partie précédente, il existe des polynômes 
en Bq. : Pj[Bq^), et un élément : 

51 := [Pl{Bq,) ® P2{Bq,) ® • • • Pm{BqJ]{f) € S2{N)c , 
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tel que < (P, =: V,{B,^{f)) + et Vi(^<?, )(/)) = 0. Pour être 
plus explicite, Vj{Bq^{f)) a l'une des quatre formes suivantes : 

1. (/) si on est sur l'espace caractéristique associé à et g^|M ; 

2. {Bq^(f) — ag^f) si on est sur l'espace caractéristique associé à et gj||-/Vf ; 

3. {Bg.{f) — {aq./qj)Bq.{f) + {l/qj)f) si on est sur l'espace caractéristique 
associé à et qj ne divise pas M ; 

4. {—qjBg^{f) + Og-f) si qj ne divise pas M et on est sur le sous-espace 
Ker(C/2. - ag^Ug^ + q,) =Ker(C/,^. - a, Jd)^. 

Alors 

= (e,t.5i) = Ai / rrp^.(R =AinP,(-) / fdz 



l[V,{Bg^{f))dz =X,l[V,{-) / /. 

j=l j=l •'^ 



m 1 

or aucun des facteurs Vj{-^) n'est nul, puisque respectivement de forme : 

1. 1, 

2. {l/q,-ag^) = {l/q, ±1), 

3. - açj./g] + l/qj) = + 1 - ag^.), ou encore : 

4. K^. -1) = (±^-1). 

(La seule non-nullité qui ne soit pas triviale est la troisième : c'est la borne de 
Weil {\aq^\ < 'i'y/qj) qui la montre.) Donc Ai est nul, et en recommençant la 
même opération, par récurrence tous les \j sont nuls - donc t l'est aussi. Ceci 
étant vrai pour toutes les restrictions t de t aux intersections de sous-espaces 
caractéristiques, t est lui-même nul. □ 

Fin de la preuve du théorème. On a montré que si (e, /) 7^ 0, Ae.Q'^Rf = 0, 
et réciproquement il est évident que si (e, /) = alors Ae,ci'^Rf ~ ^f- Comme 
L(/, 1) = 27r(e, /), on peut donc écrire : 

A,Q = Rf , 

G'q//L{/,1)=0 

et on a des isogénies : 

Jo^(Q) = {Jo{N)/AeMN)m) ^ n {MN)/{Tci/Rf)MN)){Q) ^ 

- n MQ)- 

G'Q//i(/,l)^0 

Selon le théorème de Kolyvagin-Logachev, les J/(Q) ci-dessus sont finies (à 
cause justement de la non-nullité en 1 de la fonction L(f,s), voir le théorème 
0.3 de I Kolyvagin-Logachev 90 1 , complété par des résultats de |Murty-Murty 91 1 



ou [ Bump-Friedberg-Hoffstein 90|| ) . Et donc le quotient d'enroulement est bien 



de rang nul. □ 
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4 Espaces tangents et cotangents. 



4.1 Espace tangent à Jo(^)/z[i/iV] en zéro. 

Soit A'^ un entier, fixé pour toute cette partie. On montre dans cette sous- 
section : 

Théorème 4.2 L'espace tangent à Jo{N)/2,[i/n] en zéro, Tano(Jo(A^)/z[i/Ar]); 
est un Tz (g) 7i[l / N]-module libre de rang 1, de base ^1^- 

On va donner quatre lemmes préHminaires, desquels le théorème découlera na- 
turellement. Dans ce qui suit, pour alléger les notations, on notera M le module 
Tano(Jo(A^)/z[i/Ar])5 et R l'anneau Tz<8'Z[l/A'"], qui est un Z[l/iV]-module libre 
de type fini (Tz l'est sur Z, puisqu'on peut le voir comme un sous-module des 
endomorphismcs de Jo(^)/z)- 
Lemme 4.3 Le R-module M est fidèle. 

Preuve. Comme ni ni M n'ont de Z[l/A^]-torsion, on peut voir le lemme en 
étendant les scalaires à Q, et en remarquant qu'alors, le dual de M®Q (comme 
Q-espace vectoriel), qui est Coto(Jo(-^)Q)5 est bien T (g) Q-fidèle, comme on le 
voit dans la partie précédente. □ 

Lemme 4.4 Pour tout idéal maximal M. de R, on a M/M.M / 0. 
Preuve. Supposons qu'il existe un idéal maximal tel que M/M.M = 0. 
Puisque M est un iî-module fini, le faisceau associé M sur le schéma affine 
noethérien X :=Spec(iî) est cohérent ; notons x le point correspondant à M.. 
On a : 

M/MM = M®R R/M = M®R Rm/MRm = Mm/MMm, 

donc le lemme de Nakayama dit que Mm = 0. Si g est un point générique 

de X (correspondant à l'idéal V de R) qui se spécialise en x, on a Mg = 
(comme localisation de M^)- Puisque R est sans Z-torsion, g est au-dessus du 
point générique de Z[l/A^] ; et puisque c'est un Z[l/A^]-module de type fini, 
Spec(i? <8'z[i/2Ar] Q) est de dimension nulle. On a donc i? (8) Q — Hq -^Qj où le 
produit (fini) est pris sur les idéaux minimaux Q de iî : ce qui veut dire que i?-p 
est isomorphe à un facteur de R 'i^z[i/N] Q- Mais alors la fidélité de M comme 
iî-module contredit le fait que Mg = 0. □ 

Lemme 4.5 Pour tout idéal maximal M. de R, l'élément de M est d'image 
non nulle dans le quotient M /MM. 

Preuve. Soit M un idéal maximal de R. De la finitude comme Z-module de Tz 

on déduit d'abord que le sous corps premier de F := R/M est nécéssairement 
fini, F;, et que F en est une extension finie. Posons R := R F/, et M := 
M ®z'Pi- On a la suite exacte : ®z F; — >■ i? — F (8)z F; — 0. Choisissons un 
plongement z : F ^ F/ , et déduisons-en un morphisme de F;-algèbre : 

i®l : F(g)Fi F; ^F,. 

Notons M son noyau : on a la suite exacte Q^M^R^'Fi^Q. On vérifie 
alors qu'on a : 

d 



dq 



{M /MM) ^ {M/ MM) ®F^i^ M/M M. 
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Si E est un F;-espace vectoriel, notons son dual, et désignons par M [M] 
le sous-iî-module de M tué par M.. Avec ces notations, 



{M/MMY ~ M \M] 

en tant que iî-modules. (En effet, les formes F^-linéaires sur l'espace vectoriel 
quotient [M / M M) s'identifient avec celles sur M dont le noyau contient M M, 
et l'action de i?-module que l'on considère est : {t.f){ ) = f{t. ), (t G R, 
f £ M ).) On a donc enfin : 

M^[7W] = H''{XoiN)^^,n')[M] ^ S2{N)^^[M]- 

On a montré dans le lemme précédent que M /MM était non nul : soit donc / 
une forme parabolique non nulle appartenant à S2{N)^ [-M]. Le corollaire III, 



12.9 de iHartshornel assure que iî°(Xo(A^)p^ , 0^) = FO(Xo(iV)/z[i/7v] , f^^)® F;, 
ce qui implique que, quitte à prendre un relèvement de /, on peut supposer 
qu'on est en caractéristique nulle, et même dans S2{N)c ■ pour voir que les 
coefficients de / vérifient la relation : 

ai{Tn.f) = an{f) 

même si / n'est pas une newform (cela résulte par exemple de la formule (3.5.12) 
de | Shimura|| ). On en déduit que pour tout entier n, ^|o(T„./) = a„(/). Mais 



puisque Xq{N)^^ est intègre et lisse, ses formes différentielles sont définies par 

leur développement de Fourier en l'infini : donc ne peut être d'image nulle. 
□ 

Lemme 4.6 Pour tout idéal maximal M de R, M /MM est un R/ Ai-module 
libre de rang 1, de base l'image de ^jo- 

Preuve. Les résultats précédents montrent qu'il suffit maintenant de prouver 
que dimji/jiyi{M/M.M) < 1. Si (l) est l'idéal premier de Z au-dessus duquel Ai 
se trouve, choisissons comme dans la preuve du précédent lemme un plongement 
de F = R/ M. dans F;. Toujours selon la preuve précédente et avec les mêmes 
notations, on a les équivalences : 

{{M / AiM) est un F— espace vectoriel de dimension 1) 

t 

{{M / AA.M) ®F F/ est un F^— espace vectoriel de dimension 1) 

t 

{{M /Ai M) est un F;— espace vectoriel de dimension 1) 

t 

(M [M] est un F;— espace vectoriel de dimension 1). 

Pour tout entier n, soit a„ l'image dans R/Ai ~ F/ de l'opérateur de Hecke 
T„. Soit / un élément non nul de H^{Xo{N)^^, Q^)[Ai] ; / est une forme propre 
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pour les opérateurs de Hccke : pour tout n, Tn{f) = anf- À une constante 
multiplicative non nulle près, le développement de Fourier de / en l'infini est 
donc : q + a2q^ + a^q^ + • • •• De même que plus haut, on déduit du fait que 
Xq{N)p^ soit intègre et lisse que toute forme différentielle sur Xo{N)p^ est 
définie par son ^-développement en l'infini ; donc / engendre l'espace vectoriel 

Preuve du théorème. Montrons que le module M' := M/{R.{-^)\o) est nul. 
D'après le lemme précèdent, pour tout idéal maximal Ai de R, 

M' /MM' = M' ®R Rm/MRm = ; 

donc par le lemme de Nakayama, M'j^ est nul. On peut alors appliquer le 
raisonnement de la preuve du lemme 4.4, et en conclure que le faisceau M' sur 
Spec(iî) est de fibre nulle en chaque point, donc nul. Enfin, M est un iî-module 
libre puisque fidèle. □ 

Notons au passage un corollaire de ce dernier théorème (voir aussi 3.7) : 

Proposition 4.7 L'espace des formes paraboliques S2{N)q estunTQ - module 
libre de rang 1. 

Preuve. Une application du corollaire 3.6 du chapitre précédent donne que la 
Q-algèbre de Hecke Tq (pour ro(A^), en poids 2) est de Gorenstein. De plus, 
on vient de montrer que Tano( Jo(A^)q) était comme Tq-module isomorphe à 
Tq lui-même; et comme Coio{Jo{N)q) = Tano(Jo(A^)Q)^, Coto(Jo(-/V")Q) est 
isomorphe à Tq soi-même comme TQ-module. □ 

4.8 Espace tangent au quotient de la jacobienne. 

Soit I un idéal de Tz, saturé (i.e. tel que T/I soit sans Z-torsion). On 
déduit de la jacobienne Jo{N) sur Z[l/2N] les schémas abéliens := I.Jo{N) 
et Jj := Jo{N)/I.Jq{N). Le but de cette section est de démontrer le théorème 
suivant, voisin et corollaire de la celui de la section précédente : 

Théorème 4.9 L'espace tangent à J/,z[i/2Af] zéro, Tano( J/^z[i/2iV]); ™ 

T//(g) 7i[l / 2 N]- module libre de rang 1, de base l'image de ^|o- 

On commence par travailler sur Q : 

Proposition 4.10 On a Tano(JQ) = /.Tano(Jo(iV)Q). 

Preuve de la proposition. Soit (ii,i2, ■ ■ ■ ,in) un système de générateurs de 
/ (T est noethérien puisque Z-module de type fini) ; Jq est donc l'image du 
morphisme : 

®l<j<nMN)Q ^ MN)q 

défini par la multiplication par ce système. On en déduit sur les espaces tan- 
gents : 

ei<j<„Tano(Jo(iV)Q) ^ Tano(Jo(iV)Q). 
La proposition découle alors du lemme : 

Lemme 4.11 Pour tout morphisme A ^ B de variétés abéliennes sur Q, on 
a Tano(V(^)) = V'(Tano(A)). 
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Preuve du lemme. Le foncteur A Tano(^) de la catégorie des groupes 
algébriques commutatifs sur Q dans celle des Q-espaces vectoriels, est exact à 
gauche. Mais il est aussi exact à droite : de la suite exacte 0— >-B^C^O 
se déduit celle sur les tangents : Tano(A) Tano(i?) — > Tano(C) ; si les 
dimensions des variétés sont a, 6 et c respectivement, on a a + c = 6, et comme 
les dimensions des espaces tangents associés sont les mêmes (lissité des groupes 
algébriques sur Q), la dernière flèche de la dernière suite est surjective. 
Si donc on a un morphisme '■ 

^ ker(V') -^A^ V(^) ^ 0, 

on a bien 

Tano(V'(^)) = Tano(A)/Tano(ker(V')) = ^(Tano(^)). □ 

Considérons maintenant le problème sur Z[1/2A^]. 
Preuve du théorème. De la suite exacte de variétés abéliennes sur Q : 

^ Jq ^ Jo(iV)Q ^ J, Q ^ 0, 

on déduit par propriété universelle des modèles de Néron un complexe de 
schémas abéliens : 

~^ •^Zll/2N] ~^ ■JoiN)z[l/2N] Jl,Z[l/2N] ^ 0, 

qui est en réalité une suite exacte, d'après un résultat de Raynaud (voir section 
1, proposition 1.2 de ||Mazur 78(| ). Ce résultat assure encore que la suite : 

Tano(j|[i/2Ar]) ^ Tano(Jo(A^)z[i/27V]) ^ Tano( J/,z[i/2A']) ^ 

est exacte elle aussi (même référence, corollaire 1.1). Or on voit par la section 
précédente que Tano(Jo(iV)z[i/27V]) est un T (g) Z[l/2A^]-module libre de rang 1, 
de base ^|o ; il existe donc un idéal I' de T[1/2A^] tel que la suite précédente 
de T[l/2A^]-modules soit isomorphe à : 

-> /' ^ T Z[1/2N] ^ T (g) Z[l/2iV]//' ^ 0. 

Mais puisque sur Q on a /q = /q, que / est par hypothèse saturé, et que /' 
l'est aussi (puisque Tano(J/^z[i/2A']) — T[1/2A^]//' est sans torsion), on a bien 
I' = Iz[i/2N]- Donc 

Tano(J/,z[l/27V]) - (T/I)z[i/2Ar]- ° 

4.12 Preuve de la proposition "critère de Kamienny". 

On rappelle la situation dans laquelle on s'est mis avec notre problème 
initial de borne pour la torsion de courbes elliptiques (voir la section 1, dont 
on reprend les hypothèses et notations). Rappelons le morphisme naturel fd : 
-^o{p"')ii]se ~^ "^0' normalisé par cxd^'^) i— > 0. On a défini en (1.2) un point 
à valeur dans Z, de -^o(p")iitL' 'i^^ croise oo^'^'^ sur la fibre en l. On va d'abord 
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montrer que ceci implique que fd n'est pas une immersion formelle au point 
oOp^\ en suivant l'exposé de |Oesterlé 94|. 

Soit S un schéma quelconque. Si : X ^ y est un morphisme de S- 
schémas noethériens, on dit que c'est une immersion formelle en un point x 
de X si l'application Oy^ip^x) ~^ Ox,x déduite de (f) entre complétés d'anneaux 
locaux est surjective. Si s est l'image dans S de x (et y), on montre que ceci 
équivaut à ce que la restriction de cj) aux fibres en s soit une immersion formelle 
en X. On démontre ensuite dans [ Oesterlé 94 1 (lemme 5.1) : 

Lemme 4.13 Supposons que X soit séparé, que (j) : X ^ Y soit une immersion 
formelle en x. Supposons qu'il existe un schéma intègre noethérien T et deux 
points pi et p2 de X à valeur dans T, tel qu'en un point t de T on ait x = 
Pi{t) = p2 (t) . Si de plus on a (j) o pi = (j) o p2, alors pi = P2- 

Ce qui nous permet de montrer : 

Théorème 4.14 Le morphisme fd n'est pas une immersion formelle en oo^\ 

Preuve. Puisque j'^'^^ croise oo^'''' sur la fibre en /, le point fd{j'^'^^) de Jq{7ii) 
se réduit en au-dessus de l. Ce point est de torsion, car Jq{Q) l'est. Puisque 
/ > 2, le "lemme de spécialisation" (voir par exemple [ Edixhoven 94 1, lemme 3.3) 
assure que fdW^'^^) est nul dans tout Jo(Z(;)). Mais alors, on peut appliquer le 
lemme précédent et en conclure que si fd était une immersion formelle en oo^^ , 
on aurait j'^"^^ = oo^'^^ - ce qui contredit évidemment l'interprétation modulaire 
de ces points. □ 

La courbe Xq{N) a en l'infini la coordonnée formelle q; donc Xq{N)'^ 
a les coordonnées formelles qi, ■ ■ ■ , qd au point (oo, . . . , oo), et les fonctions 
symétriques élémentaires ai = qi + - • • + qd, ■ ■ ■ , (^d = Qi ' " Qd sont des coordon- 
nées formelles au point 00^'^^ de Xo{N)^'^\ donc dai, . . . , dad forment une base 
de Coi^{d){XQ{N)^'^'^). On a alors le lemme : 

Lemme 4.15 Soit uj un élément de Coto(Jo). Alors fi{io) est une forme diffé- 
rentielle sur Xq{N) /2[i/N]- Notons {J2n>i '^nQ"){dq/q) son développement de 
Fourier à l'infini. On a : 

f^iiv) = aidai - a2da2 + ■■■ + {-l)''~'dad G Cot^MXo{N)fz[i/N])- 



Pour la preuve, voir |Edixhoven 94|, lemme 4.2. On en déduit : 

Corollaire 4.16 L'application tangente à fd en oo^^^ envoie . . . , sur 

ri(^|o),-T2(^|o), {-lf-'Td{-^\o) respectivement. 

Preuve. La relation ai{Tnf) = an{f) pour toute forme modulaire (voir la 
preuve du lemme 4.5) et le lemme précédent suffisent à conclure. □ 
Et on arrive au théorème qu'on veut finalement montrer : 

Théorème 4.17 On a équivalence entre : 

1. fd est une immersion formelle en oop^'', et 

2. Tie, ...,Tde sont Y i-linéairement indépendants dans Te/lTe. 
De plus, ces deux conditions sont satisfaites si l'est : 
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3. Ti{0, oo}, Trf.sjO, oo} sont F i -linéairement indépendants dans l'espace 
vectoriel i7i(Xo(jo"), pointes; Z) (g) F/ (où s désigne le plus petit nombre 

premier différent de p). 

Avant de passer à la démonstration, un lemmc préliminaire : 

Lemme 4.18 Soit N un entier positif strict, et r un second, premier au pre- 
mier. Alors, sur la courbe modulaire Xo{N)c, on a T^-O = (Ti(r).O et Tj-.oo = 
(Ti(r).oo, où comme d'habitude cri{r) est la somme des diviseurs de r. 

Preuve du lemme. On se place "en projectif" : on identifie Xo(A^)c avec (HU 
P^(Q))/ro(-^) et on désigne par l'élément x/y de P^(Q). En particulier, 
les points et oo seront écrits (^) et (q) respectivement. On peut voir les 
opérateurs de Hecke comme des correspondances sur Xo(A^)c (voir la section 
5), qui vérifient : 



Tr.O = 





-P 
ô 



Or, chacun de ces {~f) est conjugué par un élément de ro(Ar) à (J) : en effet, 
quitte à remplacer P et 6 par leur quotient par leur p.g.c.d., on peut les supposer 
premiers entre eux, et choisir des entiers a et 6 tels que aô — bNP = 1 ; alors on 
a : 





et la matrice de gauche est bien de ro(Ar). 
De la même façon. 





Preuve du théorème. D'abord l'équivalence des deux premiers points. La 
propriété pour un morphisme d'être une immersion formelle en un point est, 
formulation duale de celle sur les espaces cotangents, que l'application induite 
par ce morphisme sur les tangents correspondants est une injection. Le corollaire 
4.16 dit donc que f^ est une immersion formelle en oop^-* si et seulement si les 
vecteurs Tj(^|o), 1 < i < d sont linéairement indépendants dans Tano(Jo (F;)). 
Mais le théorème 4.9 assure que cet espace tangent est un T/^e^zF^-module li- 
bre de rang 1 de base ^|o, d'où l'équivalence des propriétés 1. et 2. du théorème. 

Prouvons la dernière implication. On rappelle qu'il y a un isomorphisme de 
R-espaces vectoriels : 

r iîi(Xo(p") ; Z) ® R ^ Home (^°(Xo(p") ; îî^), C) 
I 7 (g) 1 (^a; . 
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L'intégration permet d'en déduire un morphisme de Hi{Xq{p'^), pointes; Z) 
dans Hi{Xq{p'^) ; Z) iX" R, et comme on l'a dit, l'élément d'enroulement e, qui 
est l'image par ce morphisme du symbole modulaire {0, oo}, est élément de 
i/i(Xo(K); Q). 

Maintenant, c'est avec les symboles modulaires, vivant dans l'homologie 
relative aux pointes, qu'on sait travailler ; mais c'est dans l'homologie absolue 
qu'il nous faut une indépendance F/-linéaire. Pour s'y ramener, on fait agir 
l'opérateur Ig := Tg — ai (s) sur {0, oo}. En effet, puisque s est premier au 
niveau, le lemme précédent dit que Tg envoie les pointes et oo sur (s + l)-fois 
elles-mêmes, donc Ig pousse bien {0, oo} dans Hi{Xq{p'^) ; Z) vu comme sous- 
module de iîi(Xo(p"), pointes; Z). Considérons aussi Hi{Xo{p"') ; Z) comme 
un sous-module de i/i(Xo(p") ; Q). 

Supposons que la propriété 2. du théorème ne soit pas vérifiée. Il existe donc 
une relation de dépendance : 

Â^Tie + ■■■+ Â^Tfce = G Te/lTe, 

pour un k < d tel que Xk soit non nul. On la relève en 

AiTie + • • • + AfeTfee = lxelTeÇ Hi^Xaif") ; Q), 

on la multiplie par Ig pour obtenir 

k k sk—1 

Ig{Y, hTie) = Yl >^iTi{Ise) = XkTgk e + ^ /XiT^e = llgxe ITe. 

i=l i=l i=l 

(En effet, la définition des opérateurs de Hecke (par exemple avec la série 
formelle) donne que Tg.T^ = T^.^-f- (combinaison linéaire de termes d'indice 
plus petit).) Les formes linéaires que définissent lg{0, oo} et IgC par l'intégration 
sont les mêmes, et puisqu'on peut voir ces deux éléments comme appartenants à 
Hi{Xo{p'^) ; R), ils sont en fait égaux. On en déduit une relation de dépendance 
linéaire : 

sk-l 

XkTgk {0, oo} + ( ^ ^iT,{0, oo}) =llgx£ IHiiXoip''), pointes ; Z), 

i=l 

et en considérant son image dans Hi{Xo{p'^), pointes ; Z)(g)F;, une contradiction 
avec la propriété 3. du théorème. □ 

5 Lemme combinatoire. 

Le but de cette partie est de prouver la proposition-clé de la démonstration 
générale : 

Proposition 1.7 Soitp un nombre premier. Posons C = \/65 si p est différent 
de 2, et C = \/Î29 si p est 2. Notons s le plus petit nombre premier différent 
de p. Si > C^.(sd)^, alors les TijO, oo}, 1 < i < sd sont F-linéairem,ent 
indépendants dans le Y-espace vectoriel Hi{Xq(j)^), pointes; Z) (g) F pour tout 
corps F. 
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5.1 Notations et rappels. 

On identifie ro(K)\5L2(Z) à (Z/p"Z) avec : 

Toip'') 1^ " ^ ^ ^ (c,d) = (c (mod (mod p")). 

L'application de ro(p")\5'L2(Z) vers iïi(Xo(p"), pointes; Z) : g {g - 0, g ■ 00} 
s'identifie alors a une application de (Z/p^Z) vers la même chose, qu'on note 
£ : ^ 



a b 
w t 



w t \ w t [tw 



avec w, t, relèvements dans Z de et t € Z/p"Z et a, 6 € Z tels que 



soit dans SL2{Z). 

On sait de plus qu'on a : 



r,{o,oo}= Y. ^iw,t) , 

0<w<t 
<v <u 
ut — vw = r 



où on pose C{w,t) = si pgcd{w,t,p) > 1 (voir jMerel 94| , théorème 2 et 



proposition 20, ou la démonstration du lemme 2 de [ Merel 95| ]). 



/01\ /0-l\^,.. 
Soit ^^"=1 2 0/^*''"~ll 1/' choisit pour représentants de 

P^(Z/p"Z) :{(«!, 1), Ri un système de représentants de Z/p"Z} U{(l,p.iÎ2), R2 
un système de représentants de Z/p"'~^Z}. On note w/t au lieu de {w,t), sou- 
vent. On fait agir 5'L2(Z) sur P^(Z/p"Z) à droite, comme d'habitude. En par- 
ticulier : 

{w,t) . cj = (IÎJ,Ï) ^ J 0^ " (-^''^)' 

et de même (w/t) ■ r = —t/ {w + t). 

On note encore S,. = {{w,t), < w < t / il existe {v,u), < v < u , < 
(ut-vw) < r}\{(î,r)}, et Z[pi(Z/p"Z)]'^ (respectivement, Z[pi(Z/p"Z)]^) 
désigne l'ensemble des éléments de Z[P^(Z/p'^Z)] stables par l'action de a 
(respectivement, r). Le symbole J2a désignera une somme à valeurs dans le 
Z-module Z[P^(Z/p"'Z)]'^, et de même avec r. 

On a la suite exacte (voir par exemple Perel 93| ) : 

Z[pi (Z/p"Z)]'^xZ[pi {Z/p^Z)Y ^ Z[pi(Z/p"Z)] H Hi{Xo{pn, pointes; Z) ^ 0, 
avec (pi : {T,axX, T,j3xx) 1— > (Sa^jX -|- S/J^a^), et 4)2 ■ I^XxX T,Xx.S,{x). 
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5.2 Preuve de la proposition. 

Posons D = sd. Supposons > C^.D^, et que pour un r < D, on ait une 
relation de liaison : J2^=i KTi{0,oo} = dans Hi{Xo{p^''), pointes; F^). On va 
montrer que est nul : ce qui suffira à la preuve de la proposition. Ce qui 
précède permet d'écrire : 

r 

i=l Er a T 

De même que dans [ |Merel 95[ on prouve avec l'aide de Fouvry le : 
Lemme 5.3 Soit A et B deux intervalles de {1,2, ...,p^ — 1} tel que 

\A\.\B\ > C"./"/^ 

où C' = 8 si p est impair, et C = 8\/2 si p = 2. Alors il existe y £ A et z £ B 
tel que y.z = —1 (mod p"). 

(On a prouvé une version moins bonne de ce lemme, utilisant une constante 
C = (5127r^)/(2\/2 — 1) ; la forme ici utilisée de ce lemme est obtenue en opti- 
misant les calculs par Oesterlé dans [pester lé 96(1 .) On considère le graphe de 
P^(Z/p"Z) dont les arêtes sont l'action de o" et r (voir Figure 1) : on a (ro") = 

( j '^i ) ' donc {w, t) - Ta = {w, t) + 1 (et de même {w, t) • ar^ = {w, t) — 1). 
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On va montrer qu'on a sur ce graphe, "de part et d'autre" de (1, r) (c'est-à-dire, 

contenant (l,r) • = (— r — 1, 1) et (l,r) • a = {—r, 1) respectivement), deux 
chemins A et B ne rencontrant pas d'éléments de S^, (les autres éléments du 
graphe intervenants dans XI -^i^ilO) oo}), et qui contiennent des intervalles de 
cardinal supérieur à {p^ /D) — D — 2 et {p^ /D"^) — 2 respectivement. Alors par 
le lemme de théorie analytique des nombres, pour 

{{p^'/D) -D- 2).((p"/Z>2-) _ 2) > c"./"/2, Le. 

on aura dans A et dans B respectivement des éléments y et z tel que y ■ a = 
= z (on explicite ces calculs, et notament le passage de C" à C, à la fin de la 
section) . De plus y ■ a sera un élément de A, puisque ce chemin est de forme : 

... ^(â,î)A (^,^Hn:) A (^qrT,î) ^ ... 

s. +1 = rcr — > 

Les deux chemins se "rencontrent", donc. Or on a, pour tout élément x du 
graphe, /x^ = «a; — par ce qui précède. Puisque les deux chemins ne rencon- 
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trent pas E^, si x en est, on a fix = donc ctx = (3x- De plus, on parcourt ces 

chemins en faisant agir c ou r ; donc si x' = x ■ a, a^i = a-x-a = c>x = Px = Px'i 
de même avec r - donc ax = fix = Oi-r sur les deux chemins. Mais 

= /XI = ai — /3i = ai.^ — /3i.^2 = 0. 

Montrons donc l'existence de ces chemins. (Dans tous les calculs qui suivent, on 
confond l'écriture d'un entier w et de sa réduction w, pour alléger les notations). 



Premier chemin : A partant de ^ = —r — 1. 

1) Si j — (— r — 1) = S, avec a choisi dans {— + 1, —1, 0}, et â : classe 
de a mod ( <J=^ w + t{r + l) = at + h.p^, h G Z). 

Si b = : t{r + 1) — at = —w : incompatibilité de signes. 
SifcT^O : \a\ = - t{r + 1) - w\ > (^"-^(g+i)-^) >Ç-D-2 

= k<r, u>v>0, t>w>0, donc : 

w t I 

k = ut — vw > ut — (u — l){t — 1) et u + t — 1 < r, t<r — u + l<r<D). 

2) Si (f)a-(-r-l) = ^+r + l=â, ae {-p- + 1, -1, 0} ; 
—t + w{r + 1) = aw + bp^ ; 

Si b = : w{r + 1 — a) = t ; mais (r+1 — a)>r + l, etO<u;<t<r: 
contradiction. 

2 2 

On peut donc "reculer" (... «A.^a — lA.^a — 2 ...) à partir de 
(— r — 1), et décrire ainsi un chemin contenant un intervalle de cardinal supérieur 
àp"/L» -D-2. 

Second chemin. On doit là distinguer deux cas, selon que p divise ou non r 
(voir Figure 2). 

a) Si p ne divise pas r, chemin B : on part de (^) lui même, on recule de 
même : 

1) H _ i = â, -p"" <a<0 wr-t = art + b.p^ ; 

6 = : t = r{w — at) ^ a = 0, w = 1, t = r : c'est ^ lui-même. 

6 / : |a| > ^ de même que plus haut. 
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2) — — ^ = a : —rt — w = awr + ; 

b = =^ r\w, impossible (car w < r — 1, et : w = ^ t = 0). 

by^O^ \a\ >Ç-2. 



b) Si p divise r, on a alors que le ehemin B prcecdcnt : - —p^ ... est 
bien de longueur supérieure à (■^) ; mais il ne contient pas cette fois d'intervalle, 
puisque r n'est pas inversible modulo p", donc l'action de crr^ ne correspond 
plus à l'addition de (—1) (les k/pl ne sont plus relevables en cléments de Z/p^Z). 
Cependant, le calcul précédent montre que = ^ • ar'^a ; et (r — 1) est, cette 
fois, inversible modulo p", donc en "avançant" à partir de cet élément et à l'aide 
de (tct), on aura bien un intervalle; on note B' ce chemin. On minore encore 
une fois sa longueur : 

1) j — = a w{r — 1) — rt = at{r — 1) + (on écrit cette fois 
cela avec < o < — 1). 

Si fe = : t{r + a{r — 1)) = w{r — 1) ; mais w < t, et a{r — 1) + r > r — 1, 
contradiction. 

Si 67^ : \a\>^-l. 

2) f-^-f^ = -|;-f^ = «^ -*(^ - 1) - r«; = aw{r - 1) + b.p^. 
6 = : t{r — 1) = —w (a(r — 1) + r), contradiction de signes. 

6/0 : \a\>^-2. 

Dans chaque cas, on obtient bien que ce second chemin contient un intervalle 
de cardinal supérieur ou égal à {p^ /D"^) — 2.D 
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Figure 2 



On montre pour finir comment on passe du lemme 5.3 à la proposition 1.7 : 
on a vu qu'on pouvait prendre 1^41 > — 2 et \B\ > {p^ /D) — D — 2. 

On a supposé qu'était satisfaite la condition de la proposition : > (C^).D^. 
On a > 65, s > 2, et les bornes du corollaire 1.8 sont supérieures ( !) à 
celles qu'on connaissait déjà pour les degrés 1 et 2, donc on peut supposer 
L> > 6. Minorons la taille de ^ : on a p^/D"^ > 65.L'*^ > 84240 = 42120.(2), 
donc 1^1 > (42119/42120). (p"/L>2). Pour B, on a : D + 2 < (4/3).£>, et 
p^'/D > Qh.D^.D > 379080.(L> + 2) ; donc \B\ > (379079/379080). (p"/D). 
Si on pose A := (42119/42120). (379079/379080), on a donc : 

\A\.\B\ > A.p2"/D3. 



Pour que les conditions du lemme soient vérifiées, il suffit qu'on ait X.p /D > 
(^/^3n/2^ ie. p'^ > {C^ / }?) .D^ , et évidemment C a été choisie pour que ça 
marche. □ 
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